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Suppose that the sequence (A, + nn) is equidistributed (mod 1) for every 
real 01. It is shown that certain subsequences (A,,, ) are then equidistributed 
(mod 1). This result is applied to g-additive sequenc& and we show for example 
that if (m,,) is the sequence of quadratfrei integers and if s(m) represents the 
sum of the digits of m, in the decimal expansion, then the sequence (42 s(m,)) 
is equidistributed (mod 1). 
Cet article se compose de trois sections. Dans la premiere partie, on 
s’interesse aux suites (A, + nor) qui sont Cquireparties (mod 1) pour tout 
01 reel. Dans la deuxieme partie, on Ctudie les suites g-additives introduites 
par Gel’fond [3]. En combinant les resultats des deux parties, on montre 
par exemple que la suite (xs([wz])) est Cquirepartie (mod 1) (x irrationnel, 
01 > 0 reel, s(n) est la somme des chiffres de l’entier IZ Bcrit en base g, [.] 
represente la partie entiere). Enfin, dans la dernibre partie, on donne des 
resultats compltmentaires sur la repartition (mod 1) lies a la suite (s(n)). 
I. SPECTRE D’UNE SUITE 
1. Suites h Carache Presque Pkriodique 
Soit M = (m,) une suite non decroissante d’entiers positifs. Soit 
x: N + N la fonction definie par 
x(k) = card{n E N I m, = k}. 
Si la suite M est strictement croissante, x est la fonction caracteristique 
de Ml. Dans le cas general, on dit que x est la fonction caracteristique 
g6n&alide de Ml. 
Par definition, la suite Ml est dite a caractbre presque-pbriodique (cpp) 
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si sa fonction caracteristique generaliste est presque-periodique (au sens 
de Besicovitch). On rappelle qu’une fonction presque-periodique est un 
Clement de l’adherence de I’ensemble des polynomes trigonometriques, la 
topologie Ctant ici definie par la semi-norme 
II .II = liyzp (k zI . @)I), 
laquelle est une norme dans un espace quotient convenable (espace JY de 
Besicovitch-Marcinkiewicz). 
Les proprietes dont nous aurons a nous servir par la suite sont les 
suivantes: 
1. Si X est une fonction presque-periodique, alors pour tout LY. E R, la 
limite 
lii % izl x(k) exp 2imk = c(a) 
existe et si de plus X est une fonction caracteristique generalisee non nulle, 
on a c(0) > 0. Dans la suite, on supposera toujours 11 X 11 > 0. 
2. L’ensemble des combinaisons lintaires finies de fonctions caracte- 
ristiques generalisees presque-periodiques est dense dans l’ensemble des 
fonctions presque-periodiques. 
3. L’ensemble des fonctions presque-ptriodiques est ferme dans 
l’espace &I de Besicovitch-Marcinkiewicz. 
Donnons des exemples de suites a cpp. 
EXEMPLE 1. Soit 01 > 0 un nombre reel. La suite ([wz]) est a cpp 
(en particulier, si 01 est rationnel, la suite est une reunion finie de progres- 
sions arithmttiques). Pour voir cela, il suffit de constater que 
X(k) = -[{ - k/a} - l/a], 
expression dans laquelle { .} designe la “partie fractionnaire.” 
EXEMPLE 2. Soit E une partie finie ou infinie de N telle que 
l$; < co- 
Soit Ml(E) la suite des entiers k qui ne sont divisibles par aucun Clement 
de E. Alors M(E) est a cpp (en particulier, ceci s’applique au cas oh E est 
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l’ensemble des car&, auquel cas Ml(E) est la suite des entiers 
“quadratfrei”). Montrons en effet que M(E) est a cpp. Soit A un entier, 
soit E(A) = En [0, A] et soit respectivement X et X, les fonctions 
caracteristiques de Ml(E) et M(E(A)). Xa est phiodique. 
Montrons alors que 11 X - X, I/ tend vers 0 avec l/A, ce qui, en vertu de 
la propriete 3 preckdente Ctablit que X est presque-periodique. On a 
= lirn.s~p t g, 1 
k&&E) 
kEM(E(A)) 
Cette quantite tend vers 0 quand A croit indefiniment. 
Ce dernier exemple m’a Cte communique par Btsineau [2]. 
CQFD 
2. Spectre d’une Suite 
Soit A = (A,) une suite infinie de nombres reels. On appelle spectre de 
A (sp(A)) l’ensemble des nombres reels 01 tels que la suite A + olN = 
(A, + ncx.) ne soit pas Cquirepartie (mod 1). L’ensemble sp(A) est done 
periodique, de periode 1. Son complementaire est l’ensemble des nombres 
reels /I tels que pour tout entier q # 0, on ait 
lim i ng exp 2irq(h, + k/3) = 0. 
n-t* n k=o 
En designant par c,(p) l’expression sous le signe lim, on voit facilement que 
s ’ I cn<B>I” 6 0 
tend vers 0 avec l/n, suffisamment rapidement pour pouvoir affirmer que 
c&3) tend vers 0 presque partout. 
I1 s’ensuit que sp(A) est de mesure nulle. Un cas particulikement 
interessant est celui ou sp(A) est vide. On a en effet le theoreme suivant. 
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THI?OR&ME 1. Soit A = (A,) une suite infinie de nombres Gels. Les deux 
conditions suivantes sont t!quivalentes: 
(i) Le spectre de A est vide, 
(ii) Pour toute suite d’entiers non dPcroissante M = (m,) d cpp, la 
suite AM = (A,) est .4quirPpartie (mod 1). 
En effet, montrons que la condition (i) implique la condition (ii). Soit A 
une suite a spectre vide et soit M = (mJ une suite a cpp. On considere la 
somme de Weyl 
a n= a,(E) = t $ exp 2irrlAmk, (1 E z*> 
X=1 
relative a la suite AM . 
On a successivement 
u 12 = k El x(k) exp 2ix& 
oh x est la fonction caracteristique g&rCralisCe associee a Ml. Soit 13 un 
polynome trigonometrique. On a 
+ % $ zl (x(k) - B(k)) exp 2i&, . 
Comme Ml est a cpp, m&z tend vers une limite finie A quand n croit 
indefiniment (propriete 1 du paragraphe 1). Comme sp(A) = m , le premier 
terme du second membre de la formule tend vers 0 avec l/n. On obtient 
alors l’inegalite 
La quantite (( x - B /( pouvant &tre rendue arbitrairement petite, on en 
conclut que u, tend vers 0. 
Pour demontrer que la condition (ii) implique la condition (i), on 
effectue un raisonnement tout-a-fait analogue en approchant la fonction: 
y&z) = exp 2hwt par une combinaison lineaire finie de fonctions 
caracteristiques gtrkralides presque-periodiques. CQFD 
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11 est facile de construire des suites (1 a spectre vide. Par exemple, si: 
f(X) = a,x + a”&r”-l + *** + a,X + a, (v 3 2) 
est un polynome reel dont l’un des coefficients au moins a, , a, ,..., a, est 
irrationnel, alors la suite (f(n)) verifie la propriete. On en deduit par 
exemple que la suite ( v’~[wz]~) est Cquirepartie (mod 1) pour tout 01 > 0. 
On verra d’ailleurs, dans la suite de particle d’autres exemples. 
Ajoutons, pour conclure cette partie que presque toutes les suites 
A E (R/Z)N ont un spectre vide (le tore est suppose muni de la lmesure 
de Haar). En effet, si 
n ZL exp 2irrIhn (1 E Z *) 
est une fonction pseudo-aleatoire, alors il en est de m&me de la fonction 
n +-+ exp 2i?rl(h, + oln) (a E R). 
Or, une fonction pseudo-aleatoire est de moyenne nulle, done sp(fl) = m . 
Cette remarque, associee au fait que presque toutes les suites (1 sont telles 
que 9n est pseudo-altatoire (voir [5]) prouve l’assertion. 
II. FONCTIONS g-ADDrrrvEs 
1. Dtfjinition et Caracthisation 
Lors de sa visite a Paris en Octobre 1966, Gel’fond a defini la notion de 
fonction g-additive [3]. Soit g > 2 un entier fix& Une fonctionf: iV + R 
est g-additive si f vtrifie l’egalitt 
(1) 
pour tous entiers, a, k, b tels que a > 0, k 2 0, 0 d b < ga - 1. Ainsi, 
par exemple, la fonction f(n) = n est g-additive (il est amusant de con- 
stater que si une fonction est a la fois g-additive et h-additive oti log g/log h 
est irrationnel alors f est ntcessairement lintaire: f(n) = an). Un autre 
exemple de fonction g-additive est la fonction s qui a l’entier n fait 
correspondre la somme des chiffres de n Ccrit en base g. Cette fonction 
sera d’ailleurs Btudiee plus particulitrement dans la troisieme partie. 
Nous adopterons les notations suivantes. Soit n un entier non negatif. 
On ecrit n en base g 
n = f e,(n) gp. 
9=0 
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Les nombres e,(n) sont des entiers 0 < e,(n) < g - 1 tous nuls pour 
p > [log n/log g] + 1. On considtrera e, comme une application de N 
sur G = (0, l,..., g - l}. Soient p),, , 9)1 ,..., y9 ,... des applications reelles 
G -+ R telles que pour tout indice p, on ait v,(O) = 0. 11 est clair que 
f ,  = f  vb 0 e, 
p=o 
est alors une fonction g-additive. On a en fait le thCor&me suivant 
THI?OR&ME 2. Une fonction f : N + 08 est g-additive si et seulement si il 
existe une suite injinie de fonctions rkelles vO, y1 ,... definies sur 
G = (0, I,..., g - l}, m&es en 0 et ve’rifiant 
Preuve. A cause de ce qui a Cte dit prtddemment, il suffit de montrer 
que sifest g-additif, alors il existe des fonctions q~,, , y1 ,... definies sur G, 
nulles en 0 et telles quef = C 9)P 0 ep . 
La fonction f Ctant g-additive, on voit en effet que 
f ( f e,(n) P) = i. f@,(n) PI. 
p=o 
On pose, pour p E N et a E G, 
11 est alors immediat de verifier que pour tout n E N, on a 
CQFD 
2. PropritWs de Moyennes 
La technique que nous adoptons ici pour calculer la moyenne dune 
fonction n H exp 2irrf (n) est assez voisine de la technique de Gel’fond 
dans [3]; toutefois nous pensons utile d’exposer en detail notre methode 
qui semble d’ailleurs fournir des resultats un peu plus generaux. 
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THI~OR~ME 3. Soit f me fonction g-additive rkelle 
On a alors l’kgalite’ 
li??>p i / 5’ exp 2i*j(k)i = fjO i 1 z: exp Zirrp,(a)J . 
k=O 
D.&montrons le thkort?me. A &ant un ensemble arbitraire, on dbfinit 
l’opkrateur de translation T: An -+ A” par 
(a,, al , a2 ,...> * (4 , a2 , a3 ,...>. 
On note par 7” la translation d’ordre v (7” = T 0 ?-I). 
Ceci &ant, soit 
P=O 
une fonction g-additive. On vkrifie immkdiatement que pour tout 
a E G = (0, l,..., g-l}etpourtoutnEN,ona 
f&n + a) = cpo(4 + fdn). (2) 
Posons 
n-l 
u,(n) = C exp 2i?rf,(k). 
k=O 
On a successivement et compte tenu de (2) 
4 d = C exp 2kfQ(4 
k=O 
8-l n-1 
= 2 iso 
exp 2irfa( gl + a) 
S-l n-1 
= aTo z. exp 2XLrn(0 + yot4). 
Divisons les deux membres de l’hgalitd par gn et prenons la limite sup& 
rieure quand n croit indifiniment. En posant 
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on obtient 
En it&ant cette tgalite, il vient 
(3) 
Enfin, une moyenne d’exponentielle reelle &ant majoree par 1, on obtient 
Montrons B present l’inegalite en sens inverse. On verifie directement la 
relation suivante 
d’oh il suit 
CQFD 
3. Application h la Rkpartition (mod 1) 
Le Theorbme 3 permet de demontrer le resultat suivant. 
T&OR&? 4. Soit v: (0, l,..., g - l> - Iw une application dont une 
valeur au mains est irrationnelle et telle que ~(0) = 0. Soit f, la suite dont le 
nE terme est 
Alors le spectre de f, est vide. En particulier, la suite f, est kquirkpartie 
(mod 1). 
Preuve. Soit 1 f 0 un entier et soit 
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Le theoreme decoule du fait que c(a) = 0 pour tout a. C’est cette bgalite 
que nous allons now efforcer de montrer. D’apres le theoreme 3, on a 
Supposons, par I’absurde, que le produit infini converge pour un 01 E IF! au 
moins. Alors pour tout a E G = (0, I,.,., g - l}, on a 
!+I (Z&z) + laugp) = 0 (mod I), 
soit encore 
laugp -+ +(a) (mod 1). 
Or, si x est un nombre reel, la suite (xg”) ne peut tendre vers une limite L 
que si L = 0. 
Mais par hypothese, il existe au moins une valeur de a E G pour laquelle 
y(a) E [w - Q. Cette contradiction prouve le theoreme. CQFD 
Exemples d’application. 1. Soit d un entier non negatif (resp. un reel 
positif non entier). Soit sd(n) la somme des puissances d” des chiffres du 
nombre n (avec la convention Od = 0 pour tout d 3 0) 
sd = 5 (e,)d. 
Soit enfin Ml = (m,) une suite d’entiers non decroissante a cpp. Alors, 
d’apres les thtortmes 1 et 4, la suite (xsd(m,)) est Bquirtpartie (mod 1) 
si et seulement si x est irrationnel (resp. non nul pour g 3 3. Four g = 2, 
sd = s et on retombe dans le premier cas). 
Ce resultat contient en particulier (d = 1) des Cnonces de Besineau [2] 
et Gel’fond [3]. 
2. On dit que l’entier n > 0 domine l’entier k 3 0 si pour toutp E N, 
on a e,(n) 3 e,(k). Soit q(n) le nombre d’entiers non negatifs qui sont 
domines par n. Alors la suite (log q(n)) est h spectre vide. En effet, on a 
q(n) = nzso (1 + e,(n)) et le ThCorbme 4 s’applique. 
III. COMPLEMENTS SUR LA SOMME DES CHIFFRES 
1. Les Corr&ations Multiples 
Soit v une application definie sur l’ensemble N des entiers non 
negatifs, a valeurs dans @. Soient p = (p. , p1 ,..., py-J E NY et 
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4 = (90 9 41 ,--., q& E k!u deux suites d’entiers non negatifs (V 3 1 et 
p > 1 sont des entiers don&). On appelle correlation multiple de v la 
quantite 
Dans cette section, nous nous interessons plus particulierement aux 
correlations multiples de la fonction 
n b+ exp 2iws(n) 
oti s(n) = cfO e,(n) represente la somme des chiffres de II tcrit en base g. 
A vrai dire, now allons ttudier une expression qui generalise la correlation 
multiple. Soit E = (01~ , 01~ ,..., 01,~~) E [WY. On pose 
Soit par ailleurs f une application BJ + R et designons par A une partie 
de IR”. On definit les deux quantitts 
S(p,f) = lirnzp d 1 iz: exp 2Mu(k P) + f(W)1 
Soit a nouveau fE IW. On note par fgsj l’application f,Jk) = f( gk +j), 
(g 3 2 represente toujours un entier fixt une fois pour toute). On dit 
qu’une partie A de RN est adapt&e sifE A => f,,i E A pourj = 0, l,..., g - 1. 
Par exemple, A = {0}, A = R[X], A = Q[X],... sont des ensembles 
adapt&. 
Nous montrons, dans cette partie le theoreme suivant. 
TH~OR&ME 5. Soit A C RN un ensemble adapte’. Soit 0, l’origine dans [WY. 
On a alors l’implication suivante 
S(0, , A) = 0 zj Vp E BP, S(p, A) = 0. 
On en deduira les consequences suivantes. 
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COROLLAIRE 1. Supposons que a = CiLi 01~ soit irrationnel. Alors la 
suite (1 = (h,) oit 
v-1 
L = C W(n + pj) 
i=O 
est d spectre vide. En particulier, la suite est kquirkpartie (mod 1). 
COROLLAIRE 2. Soit f un polynSme h coejkients rationnels. Alors la 
suite x( f (n) + s(n)) est &quir&partie (mod 1) si et seulement si x est 
irrationnel. 
2. Dkmonstration du Thkor6me 5 
Afb d’allCger l’kcriture, on supposera g = 2. Soit E = (q,,..., e,J E {0, l>“, 
= et soit 01 (010 ,**-, CL~) E [w’. On pose 
v-1 
v-1 
u = c ayj ) 
j=O 
'v-1 
v = c a+(1 - l j). 
j=O 
p = (p. ,..., py-J &ant une suite d’entiers non nkgatifs, on considkre 
Sexpression 
v-1 
W 2~ + 6) = c w(k + 2pj + 4. 
Les deux formules BlCmentaires 
s(2n) = s(n), 
s(2n + 1) = 1 + s(n), 
conduisent aux formules 
Posons 
t,W, 2~ + 4 = u + t&, P), 
t$k + L2p + 4 = u + t&, p + 6). 
n-1 
ah P, f) = c exp 2W,(k PI + f(k)), 
k=O 
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oh f est une application N -+ R! qui appartient a un ensemble adapt6 A, 
c’est-a-dire telle que les deux fonctions 
k &+f(2k), 
k &(2k + l), 
soient dam A. Les relations de recurrences prkedentes permettent d’ecrire 
zn-1 
4% 2p + E, f) = C exp 2W,(k, 2~ + 4 + f(k)> 
k=O 
= $1 exp 2W,W, 2~ + 4 + f(2k)) 
n-1 
+ k’Yo exp Wt,W + 1,2p + 4 + fW + 1)) 
n-1 
= z. exp 2M,(k p) + h(k) + 4 
n-1 
+ kTo exp ~N&,P + l ) +hW + 4. 
On divise les deux membres de l’Cgalit6 par 2n et on en prend la limite 
supkieure quand n croit indefiniment. On obtient ainsi 
WP + %f) < HP,fo) + HP + 4). 
Enfin, compte tenu du fait que f, f. , et fi sont des elements de A, on 
aboutit & l’inegalitt fondamentale 
wp + E, A) d @(p, 4 f HP + %4 (5) 
laquelle va nous permettre de demontrer le theoreme. 
En effet, supposons, par hypothbe que l’on ait S(0, , A) = 0. Dans 
l’intgalite (5), on choisit p = 0, d’oh 
S(E, A) < gi(E, A). 
On en deduit aussitbt la nullite de S(E, A) pour tout k E (0, 1)y. 
Soient alors e et E’ deux elements orthogonaux de (0, l>v, (xi:: EjEj’ = 0). 
Dans l’inegalite (5), on choisit p = E’. 11 vient 
S(iL + E, A) < @(e’, A) + &3(E + E’, A). 
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Or, de par le lien qui existe entre E et E’, le point E + E’ appartient a (0, l>“. 
Done le second membre de l’inegalite preddente est nul. Par ailleurs, 
2~’ + E engendre (p E NY / lip 11 < 2). Ici, comme dans ce qui suit, I] * II 
represente la norme I” dans I?. 
Un raisonnement par recurrence va maintenant achever la demon- 
stration du theoreme. Soit p > 0 un entier et soit 
Supposons par hypothese que l’on ait pour un certain p > 2 l’implication 
PENPI 3 &P, A) = 0. 
Soit alors 4 E B(p - 1). L’inCgalid (5) s’ecrit 
wq + E, 4 d 4% 4 + Nq + E, A). 
Les deux termes du second membre de l’inegalite sont nuls car 
q E B@ - 1) C B@) et q + E E B(p). Par ailleurs, lorsque q parcourt 
B(p - 1) et lorsque E parcourt (0, l>” = B(l), le point 2q + E parcourt 
B(2p - 1) 3 B(p + 1). L’hypothese de recurrence se trouve done vkifiee a 
l’ordre p + 1. CQFD 
3. Dhonstration du Corollaire 1 
On applique le theortme 5 au cas oti A est l’ensemble des polynames du 
premier degre. On voit alors que le spectre de la suite A = (A,J 
v-1 
est vide sit& que le spectre de la suite A’ = (A,‘) 
est vide. Or, le theortme 4 indique que A’ est de spectre vide lorsque 
a = 211: aj est irrationnel. Cela acheve la preuve du corollaire. 
4. Dhon$tration du Corollaire 2 
Soit f E Q[X]. 11 est alors clair que la suite x(f(n) + s(n)) n’est pas 
equirepartie (mod 1) pour x rationnel. 
Supposons maintenant que x soit irrationnel. Si le degre de f est 1, 
le corollaire 1 mdntre que x(f(n) + s(n)) est tquirepartie (mod 1). 
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Si le degre v du polynome f est strictement superieur a 1, on fait appel 
au raisonnement suivant. Soit k E E, k # 0. On considere la suite (PJ 
pn = x(f(n + k) -f(n) + s(n + k) - s(n)). 
On applique alors le theoreme 5 au cas oti A est l’ensemble des polynomes 
de degre v - 1 dont le coefficient du terme de degre v - 1 est irrationnel. 
La suite (~3 est tquirepartie (mod 1) sit3 que l’est la suite (Pi’) 
Pn ’ = x(f(n + k) -f(n)>. 
Or, il est bien connu qu’une telle suite est Cquirepartie (mod 1). On en 
conclut que pour tout entier k f 0, la suite (pn) est Cquirepartie (mod 1). 
Le theoreme de Van der Corput montre alors que x(f(n) + s(n)) est 
Cquirepartie (mod 1). CQFD 
5. Remarques Finales 
On pourrait multiplier les exemples de suites Cquireparties (mod 1) 
en appliquant le theorbme 5. Tous ces exemples sont des consequences du 
principe suivant: si pourj = 0, I,..., g - 1 les suites (lj = (X,j) 
sont Cquireparties (mod l), alors la suite (1 = (h,) 
v-1 
hz = Pn + 2 a,s(n + Pk) 
k=O 
est Cquirepartie (mod 1). 
En particulier, soient g, , g, ,..., g, des entiers strictement superieurs a 1 
et soit s&n) la somme des chiffres de y1 Ccrit en base gi . Soitfun polynome 
reel dont un coefficient d’un terme de degre 6 3 2 est irrationnel. Alors, 
on peut montrer que la suite 
b = f(n) + t: wTc(n + Pk) 
k=l 
est Cquirepartie (mod l), et ceci pour tout p E Nt et tout 01 E [Wt. 
La limitation sur 6 est saris doute trop restrictive (6 > 1 devrait suffire). 
Pour 6 = 0, il faut Cvidemment apporter une restriction sur 01 pour obtenir 
l’equirepartition (mod 1). Dans cette direction, il faut titer le resultat 
suivant de Besineau [2]: si ( g, , gz) = 1 et si l’un au moins des nombres 01~ 
et az est irrationnel, alors la suite (alsl(n) + a&n)) est Cquirepartie 
{mod 1). 
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